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Résumé

Nous définissons des espaces de fonctions constructibles exponentielles dans le cadre motivique pour lesquels nous construisc
des foncteurs d’image directe dans le cas absolu et relatif. Ceci nous permet de définir une transformation de Fourier motivique
pour laquelle nous obtenons des théorémes d’inversion. Nous définissons également des espaces de Schwartz—Bruhat motivigt
sur lesquels la transformation de Fourier motivique induit un isomorphisme. Nos intégrales motiviques se spécialisent sur des
intégrales non archimédiennes. On donne un principe général de transfert comparant les identités entre fonctions définies par d
intégrales sur des corps locaux de caractéristique zéro ou positive ayant méme corps résiduel. Les détails des constructions et ©
preuves seront donnés ailleuPsur citer cet article: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abstract

Constructible exponential functions, motivic Fourier transformation and transfer principle. We introduce spaces of expo-
nential constructible functions in the motivic setting for which we construct direct image functors in the absolute and relative cases.
This allows us to define a motivic Fourier transformation for which we get various inversion statements. We define also motivic
Schwartz—Bruhat spaces on which motivic Fourier transformation induces an isomorphism. Our motivic integrals specialize to
non-Archimedian integrals. We give a general transfer principle comparing identities between functions defined by integrals over
local fields of characteristic zero, resp. positive, having the same residue field. Details of constructions and proofs will be given
elsewhereTo citethisarticle: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 341 (2005).
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Abridged English version

We keep notations and framework from [1-3]. In particular, we fix a ftetd characteristic zero and we consider
fields K containingk and the field of Laurent serig€((r)) endowed with its standard valuation o (z))* — Z.
Forx in K (1)) we setat(x) = xt~°"9%) mods if x # 0 andaa0) = 0, which givesac:K (1)) — K. We denote by
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Def; the category of definablie-subassignments in the Denef-Pas language For every objecZ we defined in
loc. cit. categories Defand RDef; consisting of definable subassignments aver

Let Z be in Def.. We consider the category R[Sé? whose objects are triple¥ — Z, &, g) with Y in RDefz
and&¢:Y — k[0,1,0] andg:Y — h[1, 0, 0] morphisms in Degf. A morphism(Y’ — Z,&’,¢") —> (Y - Z,&,g) in
RDef?‘p is a morphismz: Y’ — Y in Defz such thatt’ =& o h andg’ = g o h. The functor sending in RDef;
to (Y, 0,0), with 0 denoting the constant morphism with value Gri, 1, O], resp.k[1, 0, 0] being fully faithful,
we may consider RDefas a full subcategory of RD%’ip. We shall also consider the intermediate full subcategory
RDef¢ consisting of objects, &, 0) with £ : ¥ — [0, 1, 0] a morphism in Def. To the category RD&I” one assigns
a Grothendieck ring(o(RDefSXp) defined as follows. As an Abelian group it is the quotient of the free Abelian group
over symbolgY — Z, &, gl with (Y — Z, £, g) in RDef;, " by the following four relations

Y > Z.6.gl=[Y — Z,£.¢] (1)
for (Y - Z,&, g) isomorphicto(Y' — Z, &', g'),

[(YUY)— Z,&g]+[(YNY) > Z, &yry. gvav | =Y = Z. &y, gyl + [V — Z. &y, gv'] 2
for Y andY’ definable subassignments of soMén RDef; andé, g defined ony U Y’,

[Y > Z, &, g+hl=1Y - Z,&+h,¢gl (3)
for h:Y — h[1,0, 0] a definable morphism with oé(y)) > 0 for all y in ¥ andh the reduction of: moduloz, and

[¥[0,1,01 > Z,&£ + p,g]=0 (4)

whenp:Y[0,1, 0] — k[0, 1, 0] is the projection and wheH[O0, 1, 0] — Z, g, and& factorize through the projection
Y[0,1,0] — Y. Fiber product endow& o(RDefy ") with a ring structure.

Finally, one defines the ring(Z)®*P of exponential constructible functions &Z)®*P := C(Z) ®k,(RDef,)
KO(RDef?(p). One defines similarly” (Z)®*P and IsC(Z)®*P. In our main result, Theorem 2.1, we construct direct
image morphismg;:1sC(2)®P — |sC(Y)®*Pfor f:Z — Y in Defg, extending those constructed in loc. cit. This is
extended to the relative setting in Theorem 2.2. This formalism allows us to define in Section 3 a motivic Fourier trans:
formation for which we can prove several inversion theorems. In particular we define motivic Schwartz—Bruhat space
on which Fourier transformation induces an automorphism. Our motivic integrals specialize to non-Archimedian in-
tegrals. We give a transfer principle comparing identities between functions defined by integrals over local fields o
characteristic zero, resp. positive characteristic, having the same residue field.

1. Fonctions constructibles exponentielles
1.1. Anneaux de Grothendieck exponentiels

On reprend le cadre et les notations des notes [1] et [2] et de l'article [3]. En particulier on fixe unkabeps
caractéristique zéro et on considére des c&rm®ntenank ainsi que le corps des séries de Laurgit)) muni de la
valuation naturelle ordk (+))* — Z. Pourx danskK (1)) on poseat(x) = x¢~ ") modr six # 0 etaq0) = 0, ce qui
donneac:K ((r)) — K. On note Def la catégorie des-sous-assignements définissables dans le langage de Denef—
PasLpp. Pour chaque objef on a défini dans loc. cit. des catégories Pef RDef; formées de sous-assignements
définissables au-dessus de

On considére maintenant la catégorie Rﬁ%ﬁont les objets sont les triplet¥ — Z, &, g) avecY dans RDef,
&:Y — h[0,1,0] etg:Y — h[1,0, 0] des morphismes dans RefJn morphismgY’ — Z,&',¢") - (Y — Z,&, )
dans RDe}™ est un morphismé : ¥’ — Y dans Def tel queé’ =& oh etg’ = g o h. Le foncteur associant &
de RDef; I'objet (¥,0,0) de RDef™®, avec 0 le morphisme de valeur constante 0 dds1, 0], resp.h[1, 0, 0],
étant pleinement fidéle, on peut considérer RDedbmme une sous-catégorie pleine de ij%fOn associe a la
catégorie RDe} un anneau de Grothendie&lo(RDef;, ") défini de la fagon suivante. Comme groupe abélien c’est
le quotient du groupe abélien libre sur les symbdles> Z, £, g] pour (Y — Z, £, g) dans RDe}™ par les quatre
relations suivantes :

Y = Z,&¢]1=[Y — Z,&,¢] 1)
si(Y — Z,&,g) estisomorphe &’ — Z,&', g),
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[(YUY)—> Z, & g]+[(YNY) > Z, &yay. gvow | =Y = Z. &y, gyl + Y — Z, &y, gv'] (2)
si Y etY’ sont des sous-assignements définissables d’un m@deRDe}; et, g sont définis sut UY’,
[Y = Z,§,g+h=[Y > Z,§+h,g] &)

pourh:Y — h[1,0,0] un morphisme définissable tel que @rdy)) > 0 pour touty dansY et la réduction de:
modulor, et

[Y[0,1,01 > Z,&£ + p,g] =0 @)

avecp : Y[0,1,0] — h[0, 1,0] la projection etY[0,1,0] — Z, g, et& qui se factorisent a travers la projection
Y[0,1,0] — Y.

On munitKo(RDefy ™) d’une structure d’anneau en posght—> Z,&,¢]-[Y' — Z,&/,¢1=[Y ®zY' — Z,£ o
py +& opy,gopy+ g opyl, avecY ®z Y’ le produit fibré deY et deY’, py la projection surY, et py' la
projection sury’.

On écrité E(g)[Y — Z] pour[Y — Z, &, g]. On abrégelE(g)[Y — Z], resp.€ E(Q)[Y — Z], ete?E(0)[Y —
Z], enE(g)[Y — Z], resp.€[Y — Z], et[Y — Z]. De méme on écri¢ E(g) pour € E(g)[Z — Z], E(g) pour
E(9)[Z — Z] et€ pouré E(0)[Z — Z]. L'élément[Z — Z] est I'unité multiplicative deKo(RDef;"). On a
une injection canoniqu&o(RDefz) — Ko(RDefy ") envoyanty — Z] sur[Y — Z]. Pour f: Z — Z' dans Def,
le produit fibré induit un morphisme canoniqyé : Ko(RDef5,") — Ko(RDef;?). Si f est un morphisme dans
RDef/, la composition aveg induit un morphismef; : Ko(RDefy ") — Ko(RDef5, ™).

1.2. Fonctions constructibles exponentielles

Pour Z dans Def on définit 'anneauC(Z)®*® des fonctions constructibles exponentielles paz)®*P =
C(Z) ®kq(Roefy) Ko(RDefy, ™). Notons que I'élément (id) de C(k[1, 0, 0])®® peut étre vu comme un caractére
additif sur le corps valué, non trivial par la relation (3). De méme, I'éléne¥nde C(h[0, 1, 0])¢*P peut étre vu
comme un caractére additif du corps résiduel, non trivial par la relation (4). Poud teult on définitC<9(Z)exP
comme l'idéal de&C(Z)®*P engendré par les fonctions caractéristigugsdes sous-assignements définissalgtes Z
de dimension< d. On poseC(Z)®P:= @, C4(Z)®P avecC?(2)®P := CS4(2)®P/C<I~1(2)®P. C'est un groupe
abélien gradué et ui(Z)**P-module. Les éléments d&(Z)®*P sont les fonctions constructibles exponentielles. Pour
S dans Def et Z dans De§ on définit le groupedC (Z)®*P des fonctions constructibles exponentielfemtégrables
comme kC(Z)®P := I5C(Z) ®k,Rpet,) Ko(RDefy ). Cest un sous-groupe gradué dgZ)®*P. On vérifie que
les morphismes nature®¥ Z) — C(Z2)®®, CS4(Z) — CS4(2)®P, C(Z) — C(2)®P et IsC(Z) — 15C(Z)®P sont
injectifs.

1.3. Opérations naturelles

Soit f:Z — Z' un morphisme dans DefLes morphismesf* sur Ko(RDefS,P) et surC(Z’) étant compa-
tibles, on en déduit par produit tensoriel un morphisme natfitelC(Z2")**P — C(Z)®*P. Soit Y dans Def et soit
Z un sous-assignement définissable¥ds, r, 0], pour unr > 0. Soit f : Z — Y le morphisme induit par la projec-
tion. Le morphismef; : Ko(RDefy®) — Ko(RDefy ") induit un morphisme d’anneaug: C(2)®*® — C(Y)*®, ainsi
gu’un morphisme de groupeg: C(Z2)®*® — C(Y)®*P. Si Y est dans Dsf, le morphismef; induit un morphisme
filsC(Z)P — 15C(Y)E*P.

2. L'énoncéprincipal

Théoréme 2.1. SoitS dansDef;. Il existe un unique foncteur de la catégobefs vers celle des groupes abéliens,
associant a un objef le groupelsC(Z)**P, a un morphismef : Z — Y in Defg le morphismef;:1sC(Z)®*P —
IsC(Y)®*P et satisfaisant les axiomes suivants

Al (Compatibilité) : Pour tout morphismef : Z — Y dansDefg, le morphismef;:15C(Z)®*P — |sC(Y)®*P
est compatible avec les inclusions de groupgs(Z) — IsC(Z)®*P et1sC(Y) — IsC(Y)*P et le morphisme
fi:lsC(Z) — 15C(Y) construit dang3].
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A2 (Réunion disjointe) ConsidéronsZ et Y dansDefg et supposons qug, resp.Y, est la réunion disjointe de
deux sous-assignements définissallle®t Z5, resp.Y; et Y, de Z, resp.Y. Pour tout morphismeg': Z — Y
deDefg, avecf(Z;) C Y; pouri =1, 2, de restrictionf; : Z; — Y;, on a fi = fu & fa, modulo I'isomorphisme
IsC(Z)*P~13C(Z1)®P D |5C(Z2)®P et celui correspondant pour.

A3 (Formule de projection) Pour tout morphismef: Z — Y dansDefs et touta dansC(Y)®*P et 8 dans
IsC(Z)®*P, si f*(a)B estdand sC(Z)®*P, alors fi(f*(a)B) = afi(B).

A4 (Projection le long des variables résiduelleSypposons qug est la projectionf : Z = Y [0, n, 0] — Y pour
Y dansDefs et quey est dand sC(Z)®*P. Alors, fi(¢) est donné par la construction de 1.3.

A5 (Boules relatives de grand volumeLpnsidéronsy dansDefs et des morphismes définissablesy — Z
et&:Y — hg,,, avecG,, ; le groupe multiplicatifA,% \ {0}. Supposons quElz] est danslgC(Z)®¥P et que
Z est le sous-assignement définissablerfii 0, 0] défini parord(z) = a(y) etadz) = &(y), et quef:Z —
Y est le morphisme induit par la projectiori[1, 0,0] — Y. Si, de plus@(y) < 0 pour touty dansY, alors
S(E@)[1z]) =0.

Principe de la démonstration. Comme pour la preuve du théoréme principal de [3], le point-clé est la construction
de fi lorsquef est une projectio¥[r, 0,0] — Y. Quandr = 1, on utilise le théoréme de décomposition cellulaire de
Denef-Pas, cf. [10] et [3], pour construifeet on vérifie que la construction est indépendante de la décomposition
cellulaire considérée. Pour déduire le eas 1 du cas- = 1, on établit une forme convenable du théoréme de Fubini
ainsi qu'un théoréme de changement de variables peut.

Le Théoreme 2.1 se généralise au cas relatif de la facon suivante. OA filems Def qui joue le réle d’'un
espace de parameétres. P@udans Def;, on considére, de fagon analogue a [2], I'dé&F (Z — A)®P deC(Z)*P
engendré par les fonctioflg: avecZ’ sous-assignement définissableZdiel que toutes les fibres d& — A soientde
dimension< d. On poseC(Z — A)®P =@, CU(Z — A)PPavecC(Z — A) :=CSU(Z — A)/CSTHZ — A).

Ce groupe abélien gradué s'identifie naturellemefitZ — A) ® k,Roet,) Ko(RDef, ). PourZ — § un morphisme
dans Defi, on pose §C(Z — A)*P:=15C(Z — A) @xyRpet,) Ko(RDefy ).

Théoréme 2.2. Soit A dansDef; et soit S dansDef,. Il existe un unique foncteur dbefs dans la catégorie
des groupes abéliens, associant a tout morphigm& — Y dansDefs un morphismefi, :1sC(Z — A)®*P —
IsC(Y — A)®*Pvérifiant les analogues d@\1)—(A5) obtenus en remplagaidt(_) par C(_— A).

Soit p: Z — A un morphisme dans Dgfdont on suppose que toutes les fibres sont de dimesi@n note
Z4(2)®®, ou encoreZ ,(2)®P, le C(A)®*P-module des fonctiong in C(Z)®*P dont la classéy] dansC?(Z — A)®XP
estintégrable reld, i.e. est dans{C(Z — A)®*P. On écrirau 4 (¢) ou w (@) pour pi4([¢]).

3. Transformation de Fourier
3.1. Transformation de Fourier sur les variables valuées

On fixe A dans Def et un entied > 0. On considére le sous-assignement définissafd, 0, 0], lesd premiéeres
coordonnés sur les variables valuées étant notéegxs, ..., x;) et lesd dernieresy = (y1, ..., y4), €t on note
p1:A[2d,0,0] - A[d,0,0] et pa: A[2d,0,0] — A[d, 0, O] la projection sur les variableset y respectivement. On
considere la fonctiol (xy) := E(}_1¢; <4 %iyi) dansC(A[2d, 0, 0)**P. Sig est une fonction dari, (A[d, 0, 0P,
la class¢ E (xy) p5(¢)] de E (xy) p3(¢) dansC?(p1: A[2d,0,0] — A[d, 0, 0])®® est intégrable relpy, ce qui permet
de définir la transformation de FourigrZ, (A[d, 0, 0)**® — C(A[d, 0, 0D)®*® parF(¢) := ., (E(xy) p3(¢)), pour
@ dansZ,(A[d, 0, 0])®*P. Lopérateury estC(A)®*P-linéaire.
3.2. Convolution

On notex + y le morphismeA[2d, 0, 0] — A[d, 0, 0] donné paKx1, ..., X4, Y1, ..., Ya) > (x1+ Y1, ..., Xa+Ya).

Proposition 3.1. Soientf etg deux fonctions dan$, (A[d, 0, 0])®*P.
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(1) Lafonctionp}(f)p3(g) appartient &Z,.,(A[2d, 0, 0))** et la fonctionf * g := u.+,(p;(f)p3(g)) appartient
aZ(Ald,0, 0],

(2) Le produit de convolutiolif, g) — f * g estC(A)®*P-linéaire et munitZ4(A[d, 0, 0])**P d’un produit associatif
et commutatif.

(3) Onag(f xg) =3(f)F(g).

Pour ¢ dansC(A[d, 0,0))%*P on écritg pouri*(p), aveci: A[d,0,0] — A[d,0,0] le A-morphisme envoyant
x sur —x. Poura: A — Z définissable, on note, la fonction caractéristique de I'ensemble des(x;)) avec
ord x; > a(A) pour touti.

On a I'’énoncé général suivant (inversion de Fourier partielle) :

Proposition 3.2. Soit ¢ une fonction dansZ,(A[d, 0,0])®*P. Pour tout o définissablep,F(¢) appartient a
T(Ald, 0,0)%P etF(@aF (@) =L ¢ ¢ _ay1.

3.3. Fonctions de Schwartz—Bruhat

On définit I'espaceS 4 (A[d, 0, 0])*P des fonctions de Schwartz—Bruhat sticomme leC(A)®*P-sous-module de
Za(Ald, 0, Q)P formé des fonctiong telles qu'il existeng: A — Z définissable telle qué - ¢, = f poura < —ag
et f * g, =L % f poura > ap.

On a I'énoncé d’inversion suivant pour les fonctions de Schwartz—Bruhat :

Théoréme 3.3. La transformation de Fourier induit un isomorphisr§eS,(A[d, 0, 0))%*P ~ S, (A[d, 0, 0])*P tel
que, pour toute fonctiop dansS(A[d, 0, 0P, (F o F)(p) =L ~9¢.

On en déduit I'énoncé d'inversion général suivant pour les fonctions intégrables a transformée de Fourier inté-
grable :

Théoréme 3.4. Soitg dansZ 4 (A[d, 0, 0])**P. On suppose qug(y) est aussi dang,(A[d, 0, 0])¢*P. Alors les fonc-
tions (§ o §) (¢) etL 4% ont méme classe dan® (A[d, 0,0] — A).

4. Spécialisation et transfert
4.1. Spécialisation

On suppose désormais qieest un corps de nombres d’anneaux des entitrOn note An I'ensemble des
complétionsp-adiques de toutes les extensions finieg @5 I'ensemble des corps locaux de caractéristigu@
qui sont desD-modules. Pouk dansCy := Ap U By, on désigne paRk son anneau de valuatiox l'idéal
maximal,kg le corps résiduelk le cardinal dé, et une uniformisante d&x . Il existe un uniqgue morphisme
ac: K* — kg prolongeanR; — kg etenvoyantok sur 1, que I'on étend pa@(0) = 0. On noteDk I'ensemble des
caractéres additif¢ : K — C* tels quey (x) = exp((2ri/p) Tri, (X)) pourx € Rk, avecp la caractéristique de,
Try, la trace dekg relativement & son sous-corps premief ¢ classe de danskg. PourN > 0, on définitAp y
comme I'ensemble des corpsdansAp tels quekg soit de caractéristigue N, et de méme pouBp n etCo v .

Pour pouvoir interpréter nos formules dans les corp§sleon restreint le langagépp au sous-langagén avec
coefficients dang pour la sorte résiduelle et dad¥[]] pour la sorte valuée. On note DE€p) la sous-catégorie
de Def, des objets définissables dans le langdge On procéde de méme pour les fonctions, etc., ainsi, our
dans DefL»), on noteC(S, L»)®*P 'anneau des fonctions constructibles exponentielles définissableCdar@n
voit K deCo comme uned[t]-algébre via le morphismep @Y ;cyait’ = Y ;N @ik, ainsi, si on interpréte
a dansO[[t] pario k (a), toute Lp-formule ¢ definit pourK € Co un sous-ensemble définissallg d'un K™ x
k% x Z". Il résulte de résultats d’Ax, Kochen et ErSov que si délgx-formulesg et ¢’ définissent le méme sous-
assignemenk de h[m, n,r], alorsgg = ¢} pour toutk dansCp y avecN assez grand. Avec abus de notation
on noteXg I'ensemble défini papx pour K dansCp y avecN 3> 0. De méme, tout morphism@y-definissable
f:X — Y se specialise effx : Xx — Yx pour K dansCp y avecN > 0. De fagon similairep dansC(X, Lp) se
spécialise ek : Xx — Q pourK dansCp y avecN > 0. En effet considérons dansKo(RDefx (L)) de la forme
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[x:W — X]avecW dans RDef (Lp). PourK dansCp y, avecN 3> 0, on dispose deg : Wx — X et on définit
o Xg — Qpar:x — cardn,?l(x)). Pourgp dansP(X), on spécialisé engg eta:X — Z enag: Xx — Z.
Par produit tensoriel on en déduit la spécialisation> ¢px pour¢ dansC(X, Lp). Pour le cas exponentiel, sait
dansKo(RDefx (£0))®*P de la forme[W, g, £]. Poury g dansDk, on spécialise engk 4, : Xx — C donnée par
X = Zyeﬂgl(x) Vi (gx (v)) exp((2ri/ p) Trr, (Ex (¥))) pour K dansCp y avecN > 0. Par produit tensoriel on en
déduit la spécialisatiop — gx pourg dansC(X, L»)®*P.

Soit K dansCp et soit A une partie deK™ x k% x Z". On définit la dimension d& comme la dimension de
Iadhérence de Zariskd de la projection det dansA%%. Pourd > dim A, on obtient une mesure, sur A (nulle si
d > dim A) par restriction du produit de la mesutedimensionnelle canonique sd(K) avec la mesure de comptage
surky x Z".

Fixons un morphisme¢ : S — A dans DefL o). Considérong dansC<?(S — A, L»)®®. On démontre que pour
N > 0, pourK dansCo n, etyx dansDg, pour touti dansAg, le support de la restrictiopig v, ., dedg v, a
f,;l(k) est de dimensiok. d et que de plus si la clasgede ¢ dansC?(S — A, L»)®*P est relativement intégrable,
lesgk v, SONt toutegeg-intégrables. On note alogs, , (k. y, ) la fonction surd g deéfinie pam — wq(Px yy 1)
qui ne dépend que depour N > 0. Cette construction s'étend par linéaritéd§ — A, Lo)®*P.

Théoréme 4.1 (Principe de spécialisationpoit f: S — A un morphisme danBef(L»). Soit¢ dansl,C(S —
A, Lo)®®P. Il existeN > 0tel que, pour touk” dansCo,y et toutyx dansDg, (na (@) g,y = Kag (@K i )-

4.2. Principe de transfert pour les intégrales avec parametres

Théoréme 4.2. Soitg dansC(A, L»)*P. Il existe un entietV tel que pour touX1, K2 dansCp y aveckg, >~ kk,,
Pk1,yx, = 0 pour touty, € D, si et seulement six, y,, = 0 pour toutyrg, € D, .

On déduit des Théoréemes 4.1 et 4.2 :

Théoreme 4.3 (Principe de transfert pour les intégrales avec paramet&sgnts — A etS’ — A des morphismes
dansDef(Lp). Soitp dansl ,C(S — A, Lo)®Pety’ dansl,C(S' — A, Lp)*P. Il existe un entieV tel que pour
tous les corpKy et K> dansCp y aveckg, =~ kg,, KAk, (<pK1,1,,Kl) = WAk, (<p/,(l’wl) pour toutyg, € Dk, Si et

seulement Sic 4., (9K,.yk,) = Hag, (¢}(2’¢K2) pour toutyx, € Dg,.

En I'absence d’exponentielles une forme du théoreme précédent se trouve déja dans [4]. Il devrait s’appliquer au
intégrales orbitales apparaissant dans différentes formes du Lemme Fondamental. Notons que notre approche per
de s’affranchir de conditions de constance locale, telles celles figurant dans [5]. Rappelons que le Lemme Fondamen
pour les groupes unitaires a été démontré par Laumon et Ngd [8] sur les corps de fonctions et que Waldspurger ¢
a déduit le cas des corpsadiques [11]. D’autre part notre résultat s'applique aux intégrales apparaisssant dans la
conjecture de Jacquet-Ye [7], démontrée par Ngb [9] sur les corps de fonctions et par Jacquet [6] en général.
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