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Résumé

On étend le formalisme d’'une Note précédente a un cadre glabal léquel on établit un théoreme d'intégration dans les
fibres ainsi gu’un théoréme de Fubini. On compare notre formalisme avec les constructions antérieures de Denef et Loeser
Pour citer cet article: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).
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Abstract

Constructible functions and motivic integration Il. We extend the formalism of an earlier Note to a global setting for
which a theorem on fiber integrals and a Fubini theorem are obtained. We compare our formalism to the previous constructions
given by Denef and Loesefo citethisarticle: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 339 (2004).

0 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The present Note is a sequel to [1] from which we shall keep the notation. In particular, we fix & 6éld
characteristic 0. Lek’ be a variety ovek((¢)), that is, a reduced and separated scheme of finite typekouey,
and letX be a variety ovek. Forr an integer> 0, we denote by[X, X, r] the functorF, — Ens given byK —
X(K((t))) x X(K) x Z". WhenX = Sped andr = 0, we writeh[X] for h[X, X, r]. If X andX are affine and if
i X AZ’(O)) andj: X < A} are closed immersions, we say a subassignieift:[ X', X, ] is definable if its
image by the morphisia[ X', X, r] — h[m, n, r] induced by and; is a definable subassignmentdfn, n, r]. This
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definition does not depend érand j. More generally, we shall say a subassignnieaof #[X, X, r] is definable
if there exists covering@/;) and(U;) of X andX by affine open subsets such tha i1[lf;, U;, r] is a definable
subassignment df[f;, U;, r] for everyi and j. We get in this way a category GQefvhose objects are definable
subassignments of som@X, X, r], morphisms being definable morphisms, that is, morphisms whose graphs are
definable subassignments. The category,e# full subcategory of GDgf The definition of dimension given in
[1] may be directly generalized to objects of GpeAlso the definition ofCL (S) for S in GDef; directly extends.

Let S be a definable subassignment of sobmi&’, X, r]. We denote byA(S) the ring of definable morphisms
S — h[A,}(U))]. Let us define, for in N, the A(S)-module2i(S) of definablei-forms onS. Let ) be the closed
subset oft’, which is the Zariski closure of the image ®nder the projection : h[X, X, r] — h[X]. We denote
by 523, the sheaf of algebraicforms on), by Ay the Zariski sheaf associated to the presiieat A(k[U]) onY,
and bys2; ;) the sheatdy ®c,, £2),. We set2’ (S) 1= A(S) ® any) 24y, (V). the A(h[YV])-algebra structure
on A(S) given by composition withr. We now assume thatis of dimensiord. We denote byd=(S) the ideal of
functions inA(S) that are zero outside a definable subassignment of dimeasibf here is a canonical morphism
of abelian semigroups: A(S)/A<(S) — 4 ¢ (S) sending the class of a functighto the class of —°"4/ with the
conventionL ~ 20— 0. We set29(S) = A(S)/A< (S) ® 4cs) £2%(S5), and we define the seQ|+(S) of definable
positive volume forms as the quotient of the free abelian semigroup on syiihg$ with  in 24(5) andg in
Ci(S) by relations(fw, g) = (0, A(f)g), (v, g + &) = (v, g) + (v, g’) and (w,0) =0, for f € A(S)/A=(S).
We write g|w| for the class(w, g), in order to haveg| fw| = gL~ ordf ). TheC+(S) -semimodule structure on
Cd (S) induces, after passing to the quotient, a structure of semlrlr(gic(ﬁ‘) and|$2|+(S) is naturally endowed
with a structure oCi(S)—semimoduIe. We shall call an elemeént in |§|+(S) a gauge formifitis a generator of
that semimodule. I§ is a definable subassignment of dimensioaf i[m, n, r], one may construct, similarly as
Serre [9] in thep-adic case, a canonical gauge fojag|s on S.

Let f:S — S’ be a morphism in Def with S of dimensions and S’ of ¢ dimensions’. Using affine charts and
canonical gauge forms on these charts, we defirietegrable formsy in |$2|,(S) and their pushforward Op(a)
in |S2|+(S/) When f is the morphism td:[0, 0, O], we say integrable forf-integrable and we wntg"sa for

f,to”(a). We have the following Fubini Theorem for motivic integration:

Theorem 0.1(Fubini Theorem)Let f:S — S’ be a morphlsm irGDef,.. Assumes is of dimensiory, S’ is of
dimensions’, and that the fibers of are all of dimension — s". A forma in |2|(S) is integrable if and only if
itis f-integrable andf, °P(a) is integrable. When this holds, then

/ o= / %)
S/

N

Finally, in Theorem 3.1 and Theorem 3.2, we explain how the present framework for motivic integration spe-
cializes both to ‘classical’ motivic integration as constructed in [3] and to its arithmetic version constructed in [4].

1. Formes volume sur les sous-assignements définissables globaux

1.1. Sous-assignements définissables globaans ce travail on se place dans le cadre de [1] dont on reprend les
notations. En particulier on se donne un cdrpte caractéristique 0 et on nafig la catégorie des corps contenant
Dans la Note [1] on a défini la catégorie Relles sous-assignements définissables. Les objets gae@efde nature
affine, étant des sous-assignements des fonckgurs:, r]: Fy — Ens donnés pak — K ((¢))" x K" x Z". On
va maintenant considérer leur analogue global.

Soit X une variété, c’est-a-dire un schéma de type fini séparé et réduit(@ur et soitX une variété suk.
Pourr un entier> 0 on notek[ X, X, r] le foncteurF, — Ens donné pak +— X (K ((¢))) x X(K) x Z". Lorsque
X = Sped etr =0, on écrith[X] pourh[X, X,r]. Si X et X sont affines et si: X — Ak(m) etj: X — A}
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sont des immersions fermées, on dit qu'un sous-assigneimdat:[ X', X, r] est définissable si son image par
le morphisme:[X, X, r] — h[m,n,r] associé d et j est un sous-assignement définissablé:[de, n, r]. Cette
définition ne dépend pas du choix det dej. En général, on dira qu'un sous-assigneniede 4[X, X, r] est
définissable s'il existe des recouvreme@ts et(U;) deX etX par des ouverts affines téi$\ h[if;, U, r] soitun
sous-assignement deéfinissablenflg;, U;, ] pour touti et j. On obtient ainsi une catégorie GRelont les objets
sont les sous-assignements définissables/d'ah X, r], les morphismes étant les nphismes définissables, c’est
a dire ceux dont le graphe est un sous-assignement définissable.

La catégorie Def est une sous-catégorie pleine de GDéfa notion de dimension introduite dans [1] s'étend
immédiatement aux objets de GRghinsi que le fait que la dimension soit invariante par isomorphisme (Propo-
sition 1.1 de [1]). SiS est un objet de GDegf les définitions de la catégorie RRefdu semi-annead..(S), de
I'anneauC(S), duCy (S)-semi-module gradu€ (S) et duC(S)-module gradu€ (S) données en [1] s’étendent
directement.

1.2. Formes différentielles définissablesoit S un sous-assignement définissable dil&’, X, r]. On noteA(S)
'anneau des morphismes définissabfes> h[A,%((t))]. On va définir, pouri dansN, le A(S)-module 2/ (S)
desi-formes définissables sur. Soit ) le fermé deX’, adhérence de Zariski de I'image depar la projection
7w h[X, X, r] = h[X]. On considére le faisceaﬂﬂ, desi-formes algébriques sW, on note Ay le faisceau

Zariski associé au préfaiscedl— A(h[U]) sur ), Q;'l[y] le faisceauAy ®0y, 95, et on poseR!(S) =
A(S) ® Ay Qi[y] (), la structure ded(h[)])-algébre surd(S) étant donnée par composition avec

1.3. Formes volume définissablesOn suppose maintenant qdeest de dimensiod. On noteA=(S) l'idéal des
fonctions dansA(S) qui sont nulles en dehors d’'un sous- assignement définissable de dimengdiodn a un
morphisme canonique de semi-groupes abélierisi(S)/A<(S)) — C¢ ¢(S) qui envoie la classe d’'une fonction

f sur la classe de—°"/ avec la conventioh ~°9%=0. On poseQ"(S) A(S)/A=(S) ® a<(s) 2%(S), eton

définit I’ ensemblq52|+(S) des formes volume positives définissables comme le quotient du semi-groupe abélien
libre sur les symboleg&v, g) avecw dansﬁd(S) etg dansCi(S) par les relation$ fw, g) = (w, A(f)g), (v, g +

g) = (0, 8)+(w, g") et(w, 0) = 0. On écrirag|w| pour la classe dev, g), de facon a ce qugl fw| = gL ~°™/ |w|.

La structure de, (S)-semi-module suCi(S) induit par passage au quotient une structure de semi-anneau sur
Ci(S) et |§|+(S) est muni naturellement d’'une structure@é(S)-semi-module. On dit quew| dans|§|+(S)

est une forme jauge si c’est un générateur de ce semi-module. On vérifie qu'il existe toujours des formes jauges
On définit de facon similaire2|(S) en remplagantt‘i parC?. Pour des raisons de place on ne donnera toutefois
dans cette note que des énoncés concernant les formes volumes positives.

Si § est un sous-assignement définissable de dimenkid@h[m, n, r], on dispose, de fagcon analogue a la
construction de Serre [9] dans le casadique, d’'une forme jauge canonique sSymotée|wg|s. Désignons par
X1, ..., X les coordonnées smk’"((t)) et considérons leg-formesw; :=dx;; A--- Adx;, pourl ={i1,...,ig} C
{1,...,m},i1 <--- <ig etleur imaggw;|s dans|$2|(S). On vérifie qu'il existe un unique élémefig|s de
|§|+(S) tel que, pour touf, il existe des fonctions définissables a valeurs enti@fest 8; sur S, 8; ne prenant
que les valeurs O et 1, telles que+ B; > 0 sursS, |w;|s = BrL ™% |wo|s dans|§|+(S) etinf;a; =0.

Si f:S — S est un morphisme dans GQeévecS et S’ de dimensiond et dont toutes les fibres sont de
dimension 0, on dispose d’une applicatigh: [22|4(S') — ||, (S) induite par image inverse des formes diffé-
rentielles. Ceci résulte du fait qyeest « analytique » dans le complémentaire d’un sous-assignement définissable
de dimensionl — 1 deS. Si S et S’ sont de plus des objets de RPebn définit I'ordre du jacobien ord jgede f,
cf. [1]), par f*|wols = L~ 212 |ag|s.

Si X est unek((¢))-variété de dimensiod, admettant ur[[z]]-modélex?, on peut définir un élémeig| de
|2]4 (h[X]), ne dépendant que deP, caractérisé par le fait que pour tout ouveft de X° sur lequel lek[[¢]]-

moduleQZo‘k (01l (U9 est engendré par une fornaenon nuIIe,|a)0||hwo®sped(((t))] = |w| dans|2|L(h[U° ®

Spea((1)]).
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2. Intégration des formes volume et théoréme de Fubini

Soit f:S — §’ un morphisme dans DgfavecS de dimensiors et S’ de dimension’. Toute forme volume
positivea dans|$2|,(S) s'écrita = ¥y |wo|s avecy, dansCs (S). On dit quex est f-intégrable siy,, est f-inté-
grable et on pose alors

£%P@ = { fitwa) ) lwols,

{fil¥y)}s désignant la composante g&y,) dansCi(S’). Considérons maintenarft: S — S’ un morphisme
dans GDef. Supposons qu'il existe des isomorphismges” — S et¢’: T’ — §" avecT et T’ dans Def. On

notef le morphismer — T’ ver|f|ant<p o f = f og.Ondira quex dans|52|+(S) est f-intégrable sip*(«) est

f-intégrable et on définit alorﬁ, Pla) par la relation

TOp(w (@) = w’*(ﬁmp(a)).

Il résulte du Théoreme 2 de [1] que cette définition ne dépend pas du choix des isomorphistngs Par
additivité, et en utilisant des cartes affines, on étend ce qui précéde a un morphisme apbitsaire S’ dans
GDef;, de fagon a définirles formes volumgsntégrables dans? |+(S) et pour de telles formesl'intégrale dans
les fibresf, Op(oz) appartenant&()|+(s/) QuandS = 1[0, 0, 0], on dit quex est intégrable au lieu dg-intégrable,

et on écritf, « & la place def,°"(@).
Le résultat suivant est une conséquence du Théoréme 3.2 de [1].

Théoréme 2.1(Théoréme de Fubini) Soit f:S — S’ un morphisme dan&Def;. On suppose gué est de
dimensiors, queS/ est de dimensios', et que toutes les fibres desont de dlmensmm— s’. Une forme volume
positivea dans|$2|.(S) est intégrable si et seulement si elle ¢sintégrable etf, °P(a) est intégrable. Si c’est le
cas, alors

/ o= / %)
S S’

3. Comparaison avec les castructions antérieures

3.1. Comparaison avec la construction classiquBans la définition de Dgf RDef, et GDef,, au lieu de consi-
dérer la catégorié} des corps contenakfon pourrait choisir de se restreindre a la sous-catégorig. A€ corps
algébriguement clos contenanét definir ainsi des catégories Rekr, , etc. Il résulte du théoréme de constructi-
bilite de Chevalley qu&o(RDefi acF,) n'est autre que I'anneau de Grothendidti(Var,) considéré dans [3]. On
dispose ainsi d’'un morphisme canonigu&y(RDef,) — Ko(Vary) envoyant sur la classe del également no-
teel, que I'on peut étendre en un morphismes Ko(RDef,) @npL—11 A+ — Ko(Var) @z A. En considérantle
développementen série de—L ™ 1y~1 on définit également un morphisme canom&qu(Vark) ®z[L]A — M,
avecM le complété deKo(Varg)[L~ l] pour la filtration par la dimension virtuelle considéré dans [3]

Soit X une variété algébrique sirde dimension/. Posonst? := X ®spex Spec[[t]] et X = X0 ®spedl[t]]
Sped((¢)). Considérons un sous-assignement définisséblde #[X] dans le langag€pp, avec la restriction
que les constantes dans la sorte de type Val apparaissant dans les formules défihidanatdes cartes affines
définies suik sont danst (et non dan%((¢))). On suppose qu¥ (K) Cc X(K[[t]]) pour toutK dansFy. Avec
les notations de [3], les formules définisséihtlans une carte affine définissent un sous-ensemble semi-algébrique
de I'espace des arcS(X) dans la carte correspondante, et de cette fagcon on associe canoniquéiente
partie semi-algébriqu®’ de £L(X). De méme a toute fonction définissable a valeurs entiemag W (vérifiant la
condition additionnelle que les constantes dans la sertgpk Val apparaissant dales formules définissant ne
peuvent étre prises que da)son associe une fonction semi-algébrigusur w.
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Théoreme 3.1. Sous les hypotheses précédentespsi est la forme volume canonique skfX], pour toute
fonction définissable a valeurs entieressur W vérifiant les conditions précédentes et bornée inférieurement,
1wL ~%|wp| estintégrable suh[X] et

(80?)( / 1WL_°‘|wo|>=/L_& du’,

h{X] w
u' désignant la mesure motivique construite dg3js

Il résulte du Théoréme 3.1 que pour les ensembles et les fonctions semi-algébriques I'intégrale motivique
construite dans [3] existe déja daRg(Var) ®zjL] A, sans qu'il soit nécessaire deropléter d’avantage I'an-
neau de Grothendieck.

3.2. Comparaison avec l'intégration motivique arithmétiqué la place de ACFE, on peut aussi considérer la
catégorie PFFdes corps pseudo-finis conten&nRappelons qu’un tel corps est un corps parfagdmettant une
unique extension de degtépour toutn dans une cléture algébrique fixée, et tel que toute variété géométriquement
irréductible surF admette un poing'-rationnel. Par restriction d& a PFFk on définit des catégories Deirg , etc.

En particulier 'anneau de Grothendieglg(RDef; prr,) est identique a I'anneau nok&)(PFR,) dans [5] et [6].

Dans l'article [4], I'intégrale motivique arithmétique prenait ses valeurs dans un certain com@[enet 6)Q
d’un anneau not& 5 (Mot 5)q. Ce n'est qu'un peu plus tard qu'il a éemarqué dans [5] et [6] que I'on peut se
restreindre a un anneau plus petit nK@Ot(Vark) ® Q, dont nous allons maintenerappeler la définition.

Le corpsk étant de caractéristique zéro, il existe, d’apres [7] et [8], un unique morphisme d’anneaux
Ko(Vary) — Ko(CHMot,) associant a la classe d'une variéféprojective et lisse suk la classe de son motif
de Chow. IciKo(CHMot;) désigne I'anneau de Grothendieck de la catégorie des motifs de Chawaec co-
efficients rationnels). Par deflnltloﬂmOt(Vark) est 'image deKp(Var,) dansKo(CHMot;) par ce morphisme.
[Noter gu’il n’est pas clair que la defmmon démOt(Vark) donnée dans [5] soit équivalente et qu’il convient de la
remplacer par celle donnée ci-dessus.] Dans [5] et [6],uesuas ont construit, en utilisant des résultats de [4], un
morphisme canoniqug. : Ko(PFR) — K{™(Van) ® Q.

La mesure motivique arithmétique prend ses valeurs dans une certaine comﬁl@‘ﬁhik!ark) ® Q de la
localisation dng‘Ot(Vark) ®Q parrapport a la classe de I'image de la droite affine. On dispose d’'un morphisme ca-
noniquey : SKo(RDef) ®npL—11 A+ — KO(PFFk) ®zqL1 A. D’'autre part, le morphismg, induit, aprés dévelop-
pement en série géomeétrique de- L=~ un morphisme canomquﬁe Ko(PFR) ®z[L1 A — KmOt(Var )R Q.

Soit X une variété algébrique sirde dlmensmni. Posonst? := X ®spea Spec[[t]], X = X0 ®spedl[t]]
Sped((¢)) et considérons un sous-assignement définisdéilde #[ X'] vérifiant les conditions de 3. Les formules
définissanW dans une carte affine permettent de définir, dans la terminologie et avec les notations de [4], un sous-
assignement définissable dg ), dans la carte correspondante, ce qui permet d’associer canoniqueieum a
sous-assignement définissabfede iz (x) .

Théoreme 3.2.Sous les hypothéses et avexhtations précédenteby |wo| est intégrable suh[X] et

o f)( / 1w|w0|> — (i),
KX
v désignant la mesure motivique arithmétique définie ddhs

Il résulte du Théoréme 3.2 que dans le présent contexte I'intégrale motivique arithmétique construite dans [4]
existe déja dan&o(PFFR) ®zL] A, sans qu'il soit nécessaire de compléter d’avantage I'anneau de Grothendieck
ni de passer aux motifs de Chow.

Les détails des constructions et des preuves seront donnés dans [2].
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