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Résumé

On étend le formalisme d’une Note précédente à un cadre global dans lequel on établit un théorème d’intégration dans
fibres ainsi qu’un théorème de Fubini. On compare notre formalisme avec les constructions antérieures de Denef
Pour citer cet article : R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Constructible functions and motivic integration II. We extend the formalism of an earlier Note to a global setting
which a theorem on fiber integrals and a Fubini theorem are obtained. We compare our formalism to the previous con
given by Denef and Loeser.To cite this article: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

The present Note is a sequel to [1] from which we shall keep the notation. In particular, we fix a fielk of
characteristic 0. LetX be a variety overk((t)), that is, a reduced and separated scheme of finite type overk((t)),
and letX be a variety overk. For r an integer� 0, we denote byh[X ,X, r] the functorFk → Ens given byK �→
X (K((t))) × X(K) × Zr . WhenX = Speck andr = 0, we writeh[X ] for h[X ,X, r]. If X andX are affine and if
i :X ↪→ Am

k((t)) andj :X ↪→ An
k are closed immersions, we say a subassignmenth of h[X ,X, r] is definable if its

image by the morphismh[X ,X, r] → h[m,n, r] induced byi andj is a definable subassignment ofh[m,n, r]. This
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definition does not depend oni andj . More generally, we shall say a subassignmenth of h[X ,X, r] is definable
if there exists coverings(Ui ) and(Uj ) of X andX by affine open subsets such thath ∩ h[Ui ,Uj , r] is a definable
subassignment ofh[Ui ,Uj , r] for everyi andj . We get in this way a category GDefk whose objects are definab
subassignments of someh[X ,X, r], morphisms being definable morphisms, that is, morphisms whose grap
definable subassignments. The category Defk is a full subcategory of GDefk . The definition of dimension given i
[1] may be directly generalized to objects of GDefk . Also the definition ofC+(S) for S in GDefk directly extends

Let S be a definable subassignment of someh[X ,X, r]. We denote byA(S) the ring of definable morphism
S → h[A1

k((t))]. Let us define, fori in N, theA(S)-moduleΩi(S) of definablei-forms onS. LetY be the closed
subset ofX , which is the Zariski closure of the image ofS under the projectionπ :h[X ,X, r] → h[X ]. We denote
by Ωi

Y the sheaf of algebraici-forms onY , byAY the Zariski sheaf associated to the presheafU �→A(h[U ]) onY ,

and byΩi
h[Y] the sheafAY ⊗OY Ωi

Y . We setΩi(S) := A(S) ⊗A(h[Y]) Ωi
h[Y](Y), theA(h[Y])-algebra structure

onA(S) given by composition withπ . We now assume thatS is of dimensiond . We denote byA<(S) the ideal of
functions inA(S) that are zero outside a definable subassignment of dimension< d . There is a canonical morphis
of abelian semigroupsλ :A(S)/A<(S) → Cd+(S) sending the class of a functionf to the class ofL−ordf , with the
conventionL−ord0 = 0. We setΩ̃d(S) = A(S)/A<(S) ⊗A(S) Ωd(S), and we define the set|Ω̃|+(S) of definable
positive volume forms as the quotient of the free abelian semigroup on symbols(ω,g) with ω in Ω̃d(S) andg in
Cd+(S) by relations(fω,g) = (ω,λ(f )g), (ω,g + g′) = (ω,g) + (ω,g′) and(ω,0) = 0, for f ∈ A(S)/A<(S).
We write g|ω| for the class(ω,g), in order to haveg|f ω| = gL−ordf |ω|. TheC+(S)-semimodule structure o
Cd+(S) induces, after passing to the quotient, a structure of semiring onCd+(S), and|Ω̃|+(S) is naturally endowed
with a structure ofCd+(S)-semimodule. We shall call an element|ω| in |Ω̃|+(S) a gauge form if it is a generator o
that semimodule. IfS is a definable subassignment of dimensiond of h[m,n, r], one may construct, similarly a
Serre [9] in thep-adic case, a canonical gauge form|ω0|S onS.

Let f :S → S′ be a morphism in Defk , with S of dimensions andS′ of dimensions′. Using affine charts an
canonical gauge forms on these charts, we definef -integrable formsα in |Ω̃|+(S) and their pushforwardf top

! (α)

in |Ω̃|+(S′). Whenf is the morphism toh[0,0,0], we say integrable forf -integrable and we write
∫
S
α for

f
top
! (α). We have the following Fubini Theorem for motivic integration:

Theorem 0.1(Fubini Theorem). Let f :S → S′ be a morphism inGDefk . AssumeS is of dimensions, S′ is of
dimensions′, and that the fibers off are all of dimensions − s′. A formα in |Ω̃|+(S) is integrable if and only if
it is f -integrable andf top

! (α) is integrable. When this holds, then∫
S

α =
∫
S ′

f
top
! (α).

Finally, in Theorem 3.1 and Theorem 3.2, we explain how the present framework for motivic integratio
cializes both to ‘classical’ motivic integration as constructed in [3] and to its arithmetic version constructed

1. Formes volume sur les sous-assignements définissables globaux

1.1. Sous-assignements définissables globaux.Dans ce travail on se place dans le cadre de [1] dont on repren
notations. En particulier on se donne un corpsk de caractéristique 0 et on noteFk la catégorie des corps contenank.
Dans la Note [1] on a défini la catégorie Defk des sous-assignements définissables. Les objets de Defk sont de nature
affine, étant des sous-assignements des foncteursh[m,n, r] :Fk → Ens donnés parK �→ K((t))m × Kn × Zr . On
va maintenant considérer leur analogue global.

Soit X une variété, c’est-à-dire un schéma de type fini séparé et réduit, surk((t)) et soitX une variété surk.
Pourr un entier� 0 on noteh[X ,X, r] le foncteurFk → Ens donné parK �→ X (K((t))) × X(K) × Zr . Lorsque
X = Speck et r = 0, on écrith[X ] pourh[X ,X, r]. Si X et X sont affines et sii :X ↪→ Am

k((t)) et j :X ↪→ An
k
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sont des immersions fermées, on dit qu’un sous-assignementh de h[X ,X, r] est définissable si son image p
le morphismeh[X ,X, r] → h[m,n, r] associé ài et j est un sous-assignement définissable deh[m,n, r]. Cette
définition ne dépend pas du choix dei et dej . En général, on dira qu’un sous-assignementh de h[X ,X, r] est
définissable s’il existe des recouvrements(Ui ) et(Uj ) deX etX par des ouverts affines telsh∩h[Ui ,Uj , r] soit un
sous-assignement définissable deh[Ui ,Uj , r] pour touti etj . On obtient ainsi une catégorie GDefk dont les objets
sont les sous-assignements définissables d’unh[X ,X, r], les morphismes étant les morphismes définissables, c’e
à dire ceux dont le graphe est un sous-assignement définissable.

La catégorie Defk est une sous-catégorie pleine de GDefk. La notion de dimension introduite dans [1] s’éte
immédiatement aux objets de GDefk , ainsi que le fait que la dimension soit invariante par isomorphisme (Pr
sition 1.1 de [1]). SiS est un objet de GDefk , les définitions de la catégorie RDefS , du semi-anneauC+(S), de
l’anneauC(S), duC+(S)-semi-module graduéC+(S) et duC(S)-module graduéC(S) données en [1] s’étende
directement.

1.2. Formes différentielles définissables.SoitS un sous-assignement définissable d’unh[X ,X, r]. On noteA(S)

l’anneau des morphismes définissablesS → h[A1
k((t))]. On va définir, pouri dansN, le A(S)-moduleΩi(S)

desi-formes définissables surS. Soit Y le fermé deX , adhérence de Zariski de l’image deS par la projection
π :h[X ,X, r] → h[X ]. On considère le faisceauΩi

Y des i-formes algébriques surY , on noteAY le faisceau

Zariski associé au préfaisceauU �→ A(h[U ]) sur Y , Ωi
h[Y] le faisceauAY ⊗OY Ωi

Y , et on poseΩi(S) :=
A(S) ⊗A(h[Y]) Ωi

h[Y](Y), la structure deA(h[Y])-algèbre surA(S) étant donnée par composition avecπ .

1.3. Formes volume définissables.On suppose maintenant queS est de dimensiond . On noteA<(S) l’idéal des
fonctions dansA(S) qui sont nulles en dehors d’un sous-assignement définissable de dimension< d . On a un
morphisme canonique de semi-groupes abéliensλ : (A(S)/A<(S)) → Cd+(S) qui envoie la classe d’une fonctio
f sur la classe deL−ordf , avec la conventionL−ord0 = 0. On posẽΩd(S) = A(S)/A<(S) ⊗A<(S) Ωd(S), et on
définit l’ensemble|Ω |+(S) des formes volume positives définissables comme le quotient du semi-groupe a
libre sur les symboles(ω,g) avecω dansΩ̃d(S) etg dansCd+(S) par les relations(f ω,g) = (ω,λ(f )g), (ω,g +
g′) = (ω,g)+(ω,g′) et(ω,0) = 0. On écrirag|ω| pour la classe de(ω,g), de façon à ce queg|f ω| = gL−ordf |ω|.
La structure deC+(S)-semi-module surCd+(S) induit par passage au quotient une structure de semi-annea
Cd+(S) et |Ω̃|+(S) est muni naturellement d’une structure deCd+(S)-semi-module. On dit que|ω| dans|Ω̃|+(S)

est une forme jauge si c’est un générateur de ce semi-module. On vérifie qu’il existe toujours des forme
On définit de façon similaire|Ω̃|(S) en remplaçantCd+ parCd . Pour des raisons de place on ne donnera toute
dans cette note que des énoncés concernant les formes volumes positives.

Si S est un sous-assignement définissable de dimensiond de h[m,n, r], on dispose, de façon analogue à
construction de Serre [9] dans le casp-adique, d’une forme jauge canonique surS, notée|ω0|S . Désignons pa
x1, . . . ,xm les coordonnées surAm

k((t)) et considérons lesd-formesωI := dxi1 ∧ · · · ∧ dxid pourI = {i1, . . . , id} ⊂
{1, . . . ,m}, i1 < · · · < id et leur image|ωI |S dans|Ω |+(S). On vérifie qu’il existe un unique élément|ω0|S de
|Ω̃|+(S) tel que, pour toutI , il existe des fonctions définissables à valeurs entièresαI et βI surS, βI ne prenant
que les valeurs 0 et 1, telles queαI + βI > 0 surS, |ωI |S = βI L−αI |ω0|S dans|Ω̃|+(S) et infI αI = 0.

Si f :S → S′ est un morphisme dans GDefk avecS et S′ de dimensiond et dont toutes les fibres sont d
dimension 0, on dispose d’une applicationf ∗ : |Ω̃|+(S′) → |Ω̃|+(S) induite par l’image inverse des formes diff
rentielles. Ceci résulte du fait quef est « analytique » dans le complémentaire d’un sous-assignement défin
de dimensiond − 1 deS. Si S et S′ sont de plus des objets de Defk , on définit l’ordre du jacobien ord jacf def ,
cf. [1]), parf ∗|ω0|S ′ = L−ord jacf |ω0|S .

Si X est unek((t))-variété de dimensiond , admettant unk[[t]]-modèleX 0, on peut définir un élément|ω0| de
|Ω̃|+(h[X ]), ne dépendant que deX 0, caractérisé par le fait que pour tout ouvertU0 deX 0 sur lequel lek[[t]]-
moduleΩd

U0|k[[t ]](U
0) est engendré par une formeω non nulle,|ω0||h[U0⊗Speck((t))] = |ω| dans|Ω̃|+(h[U0 ⊗

Speck((t))]).
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2. Intégration des formes volume et théorème de Fubini

Soit f :S → S′ un morphisme dans Defk , avecS de dimensions et S′ de dimensions′. Toute forme volume
positiveα dans|Ω̃|+(S) s’écritα = ψα|ω0|S avecψα dansCs+(S). On dit queα estf -intégrable siψα estf -inté-
grable et on pose alors

f
top
! (α) := {

f!(ψα)
}
s ′ |ω0|S ′,

{f!(ψα)}s ′ désignant la composante def!(ψα) dansCs ′
+(S′). Considérons maintenantf :S → S′ un morphisme

dans GDefk . Supposons qu’il existe des isomorphismesϕ :T → S et ϕ′ :T ′ → S′ avecT et T ′ dans Defk . On
notef̃ le morphismeT → T ′ vérifiantϕ′ ◦ f̃ = f ◦ ϕ. On dira queα dans|Ω̃|+(S) estf -intégrable siϕ∗(α) est
f̃ -intégrable et on définit alorsf top

! (α) par la relation

f̃
top
!

(
ϕ∗(α)

) = ϕ′∗(f top
! (α)

)
.

Il résulte du Théorème 2 de [1] que cette définition ne dépend pas du choix des isomorphismesϕ et ϕ′. Par
additivité, et en utilisant des cartes affines, on étend ce qui précède à un morphisme arbitrairef :S → S′ dans
GDefk , de façon à définir les formes volumesf -intégrables dans|Ω̃|+(S) et pour de telles formesα l’intégrale dans
les fibresf top

! (α) appartenant à|Ω̃|+(S′). QuandS = h[0,0,0], on dit queα est intégrable au lieu def -intégrable,

et on écrit
∫
S
α à la place def top

! (α).
Le résultat suivant est une conséquence du Théorème 3.2 de [1].

Théorème 2.1(Théorème de Fubini). Soit f :S → S′ un morphisme dansGDefk . On suppose queS est de
dimensions, queS′ est de dimensions′, et que toutes les fibres def sont de dimensions − s′. Une forme volume
positiveα dans|Ω̃|+(S) est intégrable si et seulement si elle estf -intégrable etf top

! (α) est intégrable. Si c’est le
cas, alors∫

S

α =
∫
S ′

f
top
! (α).

3. Comparaison avec les constructions antérieures

3.1. Comparaison avec la construction classique.Dans la définition de Defk , RDefk et GDefk , au lieu de consi-
dérer la catégorieFk des corps contenantk, on pourrait choisir de se restreindre à la sous-catégorie ACFk des corps
algébriquement clos contenantk et définir ainsi des catégories Defk,ACFk , etc. Il résulte du théorème de construc
bilité de Chevalley queK0(RDefk,ACFk ) n’est autre que l’anneau de GrothendieckK0(Vark) considéré dans [3]. O
dispose ainsi d’un morphisme canoniqueSK0(RDefk) → K0(Vark) envoyantL sur la classe deA1

k également no
téeL , que l’on peut étendre en un morphismeγ :SK0(RDefk)⊗N[L−1] A+ → K0(Vark)⊗Z[L ] A. En considérant le
développement en série de(1−L−i )−1, on définit également un morphisme canoniqueδ :K0(Vark)⊗Z[L ] A → M̂,
avecM̂ le complété deK0(Vark)[L−1] pour la filtration par la dimension virtuelle considéré dans [3].

Soit X une variété algébrique surk de dimensiond . PosonsX 0 := X ⊗Speck Speck[[t]] etX := X 0 ⊗Speck[[t ]]
Speck((t)). Considérons un sous-assignement définissableW de h[X ] dans le langageLDP, avec la restriction
que les constantes dans la sorte de type Val apparaissant dans les formules définissantW dans des cartes affine
définies surk sont dansk (et non dansk((t))). On suppose queW(K) ⊂ X (K[[t]]) pour toutK dansFk . Avec
les notations de [3], les formules définissantW dans une carte affine définissent un sous-ensemble semi-algé
de l’espace des arcsL(X) dans la carte correspondante, et de cette façon on associe canoniquement àW une
partie semi-algébriquẽW deL(X). De même à toute fonction définissable à valeurs entièresα surW (vérifiant la
condition additionnelle que les constantes dans la sorte de type Val apparaissant dansles formules définissantα ne
peuvent être prises que dansk) on associe une fonction semi-algébriqueα̃ surW̃ .
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Théorème 3.1. Sous les hypothèses précédentes, si|ω0| est la forme volume canonique surh[X ], pour toute
fonction définissable à valeurs entièresα sur W vérifiant les conditions précédentes et bornée inférieurem
1W L−α |ω0| est intégrable surh[X ] et

(δ ◦ γ )

( ∫
h[X ]

1W L−α|ω0|
)

=
∫
W̃

L−α̃ dµ′,

µ′ désignant la mesure motivique construite dans[3].

Il résulte du Théorème 3.1 que pour les ensembles et les fonctions semi-algébriques l’intégrale m
construite dans [3] existe déjà dansK0(Vark) ⊗Z[L ] A, sans qu’il soit nécessaire de compléter d’avantage l’an
neau de Grothendieck.

3.2. Comparaison avec l’intégration motivique arithmétique.A la place de ACFk , on peut aussi considérer
catégorie PFFk des corps pseudo-finis contenantk. Rappelons qu’un tel corps est un corps parfaitF admettant une
unique extension de degrén pour toutn dans une clôture algébrique fixée, et tel que toute variété géométriqu
irréductible surF admette un pointF -rationnel. Par restriction deFk à PFFk on définit des catégories Defk,PFFk , etc.
En particulier l’anneau de GrothendieckK0(RDefk,PFFk ) est identique à l’anneau notéK0(PFFk) dans [5] et [6].

Dans l’article [4], l’intégrale motivique arithmétique prenait ses valeurs dans un certain complétéK̂v
0(Motk,Q̄)Q

d’un anneau notéKv
0 (Motk,Q̄)Q. Ce n’est qu’un peu plus tard qu’il a étéremarqué dans [5] et [6] que l’on peut

restreindre à un anneau plus petit notéKmot
0 (Vark) ⊗ Q, dont nous allons maintenant rappeler la définition.

Le corps k étant de caractéristique zéro, il existe, d’après [7] et [8], un unique morphisme d’an
K0(Vark) → K0(CHMotk) associant à la classe d’une variétéX projective et lisse surk la classe de son mot
de Chow. IciK0(CHMotk) désigne l’anneau de Grothendieck de la catégorie des motifs de Chow surk (avec co-
efficients rationnels). Par définitionKmot

0 (Vark) est l’image deK0(Vark) dansK0(CHMotk) par ce morphisme
[Noter qu’il n’est pas clair que la définition deKmot

0 (Vark) donnée dans [5] soit équivalente et qu’il convient de
remplacer par celle donnée ci-dessus.] Dans [5] et [6], les auteurs ont construit, en utilisant des résultats de [4]
morphisme canoniqueχc :K0(PFFk) → Kmot

0 (Vark) ⊗ Q.
La mesure motivique arithmétique prend ses valeurs dans une certaine complétionK̂mot

0 (Vark) ⊗ Q de la
localisation deKmot

0 (Vark)⊗Q par rapport à la classe de l’image de la droite affine. On dispose d’un morphism
noniqueγ̃ : SK0(RDefk) ⊗N[L−1] A+ → K0(PFFk) ⊗Z[L ] A. D’autre part, le morphismeχc induit, après dévelop
pement en série géométrique de(1− L−i )−1, un morphisme canoniquẽδ : K0(PFFk)⊗Z[L ] A → K̂mot

0 (Vark)⊗Q.
Soit X une variété algébrique surk de dimensiond . PosonsX 0 := X ⊗Speck Speck[[t]], X := X 0 ⊗Speck[[t ]]

Speck((t)) et considérons un sous-assignement définissableW deh[X ] vérifiant les conditions de 3. Les formul
définissantW dans une carte affine permettent de définir, dans la terminologie et avec les notations de [4], u
assignement définissable dehL(X) dans la carte correspondante, ce qui permet d’associer canoniquement àW un
sous-assignement définissablẽW dehL(X).

Théorème 3.2.Sous les hypothèses et avec les notations précédentes,1W |ω0| est intégrable surh[X ] et

(δ̃ ◦ γ̃ )

( ∫
h[X ]

1W |ω0|
)

= ν(W̃ ),

ν désignant la mesure motivique arithmétique définie dans[4].

Il résulte du Théorème 3.2 que dans le présent contexte l’intégrale motivique arithmétique construite
existe déjà dansK0(PFFk) ⊗Z[L ] A, sans qu’il soit nécessaire de compléter d’avantage l’anneau de Grothe
ni de passer aux motifs de Chow.

Les détails des constructions et des preuves seront donnés dans [2].
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