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Résumé

On introduit un formalisme d’images directes pour les fonctions constructibles motiviques. On en tire une version tr
rale de l’intégration motivique pour laquelle un théorème de changement de variables est établi. Ces constructions
une généralisation au cadre relatif, ce qui permet également de développer une version relative de l’intégration motiviqPour
citer cet article : R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Constructible functions and motivic integration I. We introduce a direct image formalism for constructible motivic fu
tions. One deduces a very general version of motivic integration for which a change of variables theorem is prove
constructions are generalized to the relative framework, in which we develop a relative version of motivic integrationTo cite
this article: R. Cluckers, F. Loeser, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abridged English version

In the present Note we fix a fieldk of characteristic zero and we consider for any fieldK containingk the
field of Laurent seriesK((t)) endowed with its natural valuation ord :K((t))× → Z. For x in K((t)) we set
ac(x) = xt−ord(x) modt if x �= 0 andac(0) = 0. We use the Denef–PasLDP language which is a 3-sorted la
guage(LVal,LRes,LOrd,ord,ac) with sorts corresponding respectively to valued field, residue field and v
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group variables. The languagesLVal and LRes are equal to the ring languageLRings = (+,−, ·,0,1), and for
LOrd we take the Presburger languageLPR = {+,0,1,�} ∪ {≡n | n ∈ N, n > 1}, with ≡n the equivalence re
lation modulon. Symbols ord andac will be interpreted respectively as valuation and angular component, s
(K((t)),K,Z) is a structure forLDP. We shall also add constants symbols in the Val, resp. Res, sort, for
element ofk((t)), resp.k. Let ϕ be a formula in the languageLDP with respectivelym, n and r free variables
in the various sorts. For everyK in Fk , the category of fields containingk, we denote byhϕ(K) the subset o
h[m,n, r](K) := K((t))m × Kn × Zr consisting of points satisfyingϕ. We call the assignmentK �→ hϕ(K) a de-
finable subassignment and we define a category Defk whose objects are definable subassignments. More gen
for S in Defk , we denote by DefS the category of objects of Defk overS. We denote by RDefS the subcategory
of DefS consisting of definable subassignments ofS × h[0, n,0], for variablen. We denote bySK0(RDefS) the
corresponding Grothendieck semiring. We consider the ringA = Z[L,L−1, ( 1

1−L−i )i>0]. Forq > 1 we denote by
ϑq :A → R the morphism sendingL to q . We write A+ for the subset of elementsa in A with ϑq(a) � 0 for
q > 1. We consider the subringP(S) of the ring of functions from the set of points ofS to A generated by constan
functions, definable functionsS → Z and functions of the formLβ with β definableS → Z. We writeP+(S) for
the semiring of functions inP(S) with values inA+. If Y is a definable subassignment ofS, we denote by1Y the
function inP+(S) with value 1 onY and 0 outside. We denote byP0+(S) the sub-semiring ofP+(S), generated by
such functions and by the constant functionL − 1. There is a morphismP0+(S) → SK0(RDefS) sending1Y to the
class ofY and sendingL − 1 to the class ofK �→ S(K)× (K \ {0}). Finally we may define the semiring of positiv
constructible motivic functions onS by C+(S) = SK0(RDefS) ⊗P0+(S) P+(S).

To any algebraic subvarietyZ of Am
k((t)) we assign the definable subassignmenthZ of h[m,0,0] given by

hZ(K) = Z(K((t))). The Zariski closure of a subassignmentS of h[m,0,0] is the intersectionW of all algebraic
subvarietiesZ of Am

k((t)) such thatS ⊂ hZ . We set dimS := dimW . More generally, ifS is a subassignment o
h[m,n, r], we define dimS to be dimp(S) with p the projectionh[m,n, r] → h[m,0,0]. One proves, using resul
of [7] and [5], that two isomorphic objects in Defk have the same dimension. For every non negative integerd , we
denote byC�d

+ (S) the ideal ofC+(S) generated by1Z with Z definable subassignment ofS and dimZ � d . We set

C+(S) = ⊕
d Cd+(S) with Cd+(S) := C�d

+ (S)/C�d−1
+ (S).

Our main result is Théorème 3.1 which states existence and unicity, fork a field of characteristic zero,S in Defk,
andZ in DefS of a graded semigroup ISC+(Z) of C+(Z) together with pushforward morphismsf! : ISC+(Z) →
ISC+(Y ) for every morphismf :Z → Y in DefS , satisfying a list of eight natural conditions (A1)–(A8). Wh
S is the final objecth[0,0,0] and f is the morphismZ → S, f! corresponds to motivic integration. We gi
(Théorème 3.2) a very general version of the change of variables theorem in this new framework.

Finally, fix Λ in Defk . Replacing dimension by relative dimension, we may define relative analo
C+(Z → Λ) of C+(Z) for Z → Λ in DefΛ. Théorème 3.1 may be generalized to this relative setting. In
ticular we construct a morphism

µΛ : IΛC+(Z → Λ) −→ C+(Λ) = IΛC+(Λ → Λ)

which corresponds to motivic integration along the fibers of the morphismZ → Λ.

1. Préliminaires

1.1. Langage de Denef–Pas.Dans ce travail on fixe un corpsk de caractéristique zéro et on considère des c
K contenantk ainsi que le corps des séries de LaurentK((t)) muni de la valuation naturelle ord :K((t))× → Z.
Pourx dansK((t)) on poseac(x) = xt−ord(x) modt si x �= 0 etac(0) = 0. On utilise le langage de Denef–PasLDP.
Il s’agit d’un langage à trois sortes(LVal,LRes,LOrd,ord,ac) correspondant respectivement à des variables
corps valué, de son corps résiduel et du groupe de valuation. Pour la sorte de type Val, on prendra comm
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LVal le langage des anneauxLRings= (+,−, ·,0,1), de même, on prendra le langageLRes= LRings pour la sorte
de type Res, tandis que pour la sorte de type Ord on prendra le langage de Presburger

LPR = {+,0,1,�} ∪ {≡n | n ∈ N, n > 1},
avec≡n la relation d’équivalence modulon. Les symboles ord etac seront interprétés respectivement comm
valuation et la composante angulaire. Ainsi(K((t)),K,Z) est une structure pourLDP. Les formules du premie
ordre dans le langageLDP sont construites à partir des symboles deLDP ainsi que de variables, des connecte
logiques∧, ∨, ¬, des quantificateurs∃, ∀ et du symbole de l’égalité=. En général on dispose également d
symbole de constante dans la sorte de type Val, resp. Res, pour tout élément dek((t)), resp.k.

1.2. Sous-assignements.Soit F :C → Ens un foncteur covariant d’une catégorieC à valeurs dans celle des e
sembles. Rappelons qu’un sous-assignementh de F est la donnée, pour tout objetC de C, d’un sous-ensembl
h(C) de F(C), cf. [4]. Les opérations et notations usuelles de la théorie des ensembles s’étendent trivialem
aux sous-assignements. Ainsipour deux sous-assignementsh et h′ d’un même foncteur, on définit des sou
assignementsh ∪ h′, h ∩ h′ et la relationh ⊂ h′, etc. Sih ⊂ h′ on dit queh est un sous-assignement deh′.
Un morphismef :h → h′ entre sous-assignements de foncteursF1 et F2 est la donnée pour toutC d’une appli-
cationf (C) :h(C) → h′(C). On définit aisément le sous-assignementf (h) de F2 ainsi que le graphe def , un
sous-assignement deF1 × F2, cf. [4].

1.3. Sous-assignementsdéfinissables.Soit Fk la catégorie des corps contenantk. On noteh[m,n, r] le foncteur
Fk → Ens donné parh[m,n, r](K) = K((t))m × Kn × Zr . A toute formuleϕ dansLDP à coefficients dansk((t)),
resp.k, dans la sorte de type Val, resp. Res, ayant respectivementm, n et r variables libres dans les différen
types, on associe un sous-assignementhϕ deh[m,n, r], en prenant pourhϕ(K) le sous-ensemble deh[m,n, r](K)

formé des points satisfaisantϕ. Un tel sous-assignement sera appelé définissable. On définit une catégork

en prenant comme objets les sous-assignements définissables d’unh[m,n, r]. Les morphismes dans Defk sont les
morphismesf :h → h′ avech et h′ sous-assignements définissables deh[m,n, r] et h[m′, n′, r ′] respectivemen
dont le graphe est définissable. SiS est un objet de Defk , on note DefS la catégorie des morphismesX → S dans
Defk . On écritS[m,n, r] pourS × h[m,n, r]. Un points deS est un couple(s0,K) avecK dansFk et s0 un point
deS(K). On pose alorsk(s) = K et on note|S| l’ensemble des points deS. Soit f :X → S un morphisme dan
Defk avecX et S des sous-assignements définissables deh[m,n, r] et h[m′, n′, r ′] respectivement. Soitϕ(x, s)

une formule définissant le graphe def dansh[m + m′, n + n′, r + r ′]. Si s = (s0,K) est un point deS, la formule
ϕ(x, s0) définit un objet de DefK . On définit ainsi un foncteur « fibre ens » i∗s : DefS → Defk(s).

1.4. Dimension. A toute sous-variété algébriqueZ deAm
k((t)) on associe le sous-assignement définissablehZ de

h[m,0,0] donné parhZ(K) = Z(K((t))). L’adhérence de Zariski d’un sous-assignementS deh[m,0,0] est l’in-
tersectionW des sous-variétés algébriquesZ de Am

k((t)) telles queS ⊂ hZ . On définit la dimension deS comme
dimS := dimW . Plus généralement, siS est un sous-assignement deh[m,n, r], on définit dimS comme la di-
mension de l’image deS par la projectionh[m,n, r] → h[m,0,0]. La démonstration de l’énoncé suivant n’est p
triviale et repose sur des résultats de Denef et Pas [7] et van den Dries [5].

Proposition 1.1. Deux objets isomorphes deDefk ont même dimension.

2. Fonctions constructibles

2.1. FixonsS dans Defk . On considère la sous-catégorie RDefS de DefS formée des sous-assignements
finissablesZ de S × h[0, n,0], pour n variable, le morphismeZ → S étant induit par la projection surS. On
noteSK0(RDefS) le quotient du semi-groupe libre sur les classes d’isomorphisme d’objets[Z → S] de RDefS
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par les relations[∅ → S] = 0 et [(Y ∪ Y ′) → S] + [(Y ∩ Y ′) → S] = [Y → S] + [Y ′ → S], pourY et Y ′ sous-
assignements définissables d’unS × h[0, n,0], et K0(RDefS) le groupe abélien associé. Noter que le morphis
SK0(RDefS) → K0(RDefS) n’est pas injectif. Le produit cartésien induit une unique structure de semi-anne
SK0(RDefS) et d’anneau surK0(RDefS). Pour tout morphismef :S → S′ dans Defk, on dispose d’un morphism
f ∗ :SK0(RDefS ′) → SK0(RDefS) induit par produit fibré. Sif :S → S′ est un objet dans RDefS ′ , la composition
avecf induit un morphismef! :SK0(RDefS) → SK0(RDefS ′). Ces constructions s’étendent àK0. On considère
l’anneauA = Z[L,L−1, ( 1

1−L−i )i>0]. Pour tout réelq > 1 on noteϑq :A → R le morphisme envoyantL surq . On
noteA+ le sous-semi-groupe deA formé desa tels queϑq(a) � 0 pour toutq > 1. On noteP(S) le sous-annea
de l’anneau des fonctions|S| → A engendré par les constantes, les fonctions définissablesS → Z et les fonctions
de la formeLβ avecβ définissableS → Z. On noteP+(S) le semi-anneau formé des fonctions deP(S) à valeurs
dansA+.

2.2. Si Y est un sous-assignement définissable deS, on note1Y la fonction deP(S) valant 1 surY et 0
ailleurs. On noteP0(S), resp.P0+(S), le sous-anneau deP(S), resp. le sous-semi-anneau deP+(S), engen-
dré par de telles fonctions et par la fonction constanteL − 1. On noteL et L − 1 la classe deS[0,1,0]
et S × hA1

k\{0} dansSK0(RDefS) et dansK0(RDefS). On a des morphismes naturelsP0(S) → K0(RDefS) et

P0+(S) → SK0(RDefS) envoyant1Y sur [Y → S] et L − 1 surL − 1. Finalement on définit le semi-anneau d
fonctions constructibles positives parC+(S) = SK0(RDefS)⊗P0+(S)P+(S) et l’anneau des fonctions constructibl

par C(S) = K0(RDefS) ⊗P0(S) P(S). Si f :S → S′ est un morphisme dans Defk le morphismef ∗ a une exten-
sion naturelle enf ∗ :C+(S′) → C+(S). Si, de plus,f est un morphisme dans RDefS ′ , le morphismef! admet une
extension naturelle enf! :C+(S) → C+(S′). Ces constructions s’étendent àC.

2.3. Soitϕ une fonction dansP(S[0,0, r]). On dit queϕ estS-intégrable si pour toutq > 1 et toutx dans|S| la
série

∑
i∈Zr ϑq(ϕ(x, i)) est sommable. On démontre que siϕ estS-intégrable il existe une unique fonctionµS(ϕ)

dansP(S) telle queϑq(µS(ϕ)(x)) soit égale à la somme de la série précédente pour toutq > 1 et toutx dans|S|.
On note ISP+(S[0,0, r]) l’ensemble des fonctionsS-intégrables dansP+(S[0,0, r]) et on pose ISC+(S[0,0, r]) =
C+(S)⊗P+(S) ISP+(S[0,0, r]). C’est un sousC+(S)-semi-module deC+(S[0,0, r]) etµS s’étend par tensorisatio
en un morphismeµS : ISC+(S[0,0, r]) → C+(S).

2.4. Pour tout entierd , on noteC�d
+ (S) l’idéal de C+(S) engendré par les fonctions1Z avec Z sous-

assignement définissable deS et dimZ � d . On poseC+(S) = ⊕
d Cd+(S) avecCd+(S) := C�d

+ (S)/C�d−1
+ (S).

C’est un semi-groupe abélien gradué, ainsi qu’unC+(S)-semi-module. Ses éléments sont les Fonctions cons
tibles positives surS. Siϕ est une fonction appartenant àC�d

+ (S), mais pas àC�d−1
+ (S), on note[ϕ] son image dan

Cd+(S). Si f :S → S′ est un isomorphisme dans Defk , on peut définir une fonction « ordre du jacobien » ord jaf ,
qui n’est définie que presque partout, et est égale presque partout à une fonction définissable, et en par
peut définirL−ord jacf dansCd+(S), pourS de dimensiond , cf. [1]. On définit de mêmeC(S) à partir deC(S).

3. Intégration motivique : le résultat principal

Théorème 3.1. Soit k un corps de caractéristique zéro et soitS dans Defk . Il existe un unique foncteu
Z �→ ISC+(Z) de DefS dans la catégorie des semi-groupes abéliens, le foncteur des FonctionsS-intégrables,
associant à tout morphismef :Z → Y dansDefS un morphismef! : ISC+(Z) → ISC+(Y ) vérifiant les conditions
suivantes:

(A0) Pour toutZ dansDefS , ISC+(Z) est un sous-semi-groupe gradué deC+(Z) ; ISC+(S) = C+(S).
(A1a) Si S → S′ est un morphisme dansDefk et Z est dansDefS , alors IS ′C+(Z) ⊂ ISC+(Z), et pourϕ dans

IS ′C+(Z), f!(ϕ) est le même, considéré dansIS ′ ou dansIS .
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(A1b) Une Fonction positiveϕ sur Z estS-intégrable si et seulement si elle estY -intégrable etf!(ϕ) estS-inté-
grable.

(A2) Si Z est la réunion disjointe de deux sous-assignements définissablesZ1 et Z2, alors l’isomorphisme
C+(Z) � C+(Z1) ⊕ C+(Z2) induit un isomorphismeISC+(Z) � ISC+(Z1) ⊕ ISC+(Z2), sous lequel on
a f! = f|Z1! ⊕ f|Z2!.

(A3) Pour toutα dansC+(Y ) et toutβ dansISC+(Z), αf!(β) estS-intégrable si et seulement sif ∗(α)β l’est et
dans ce casf!(f ∗(α)β) = αf!(β).

(A4) Si i :Z ↪→ Z′ est l’inclusion de sous-assignements définissables d’un même objet deDefS , i! est induit par
le prolongement par zéro en dehors deZ et envoie injectivementISC+(Z) dansISC+(Z′).

(A5) Soit Y dans DefS et soit π la projection Y [0, n,0] → Y . Une Fonction[ϕ] dans C+(Y [0, n,0]) est
S-intégrable si et seulement si[π!(ϕ)] l’est (avec les notations de2.2)et dans ce casπ!([ϕ]) = [π!(ϕ)].

(A6) Soit Y dans DefS et soit π la projection Y [0,0, r] → Y . Une Fonction[ϕ] dans C+(Y [0,0, r]) est
S-intégrable si et seulement si il existeϕ′ avec [ϕ′] = [ϕ] qui soit Y -intégrable au sens de2.3 et telle
que[µY (ϕ′)] soit S-intégrable. On a alorsπ!([ϕ]) = [µY (ϕ′)].

(A7) Soit Y dans DefS et soit Z le sous-assignement deY [1,0,0] défini par ord(z − c(y)) = α(y) et
ac(z − c(y)) = ξ(y), avecz la coordonnée sur le facteurA1

k((t))
et α, ξ, c des fonctions définissables s

Y respectivement à valeurs dansZ, h[0,1,0] \ {0} et h[1,0,0]. On considèref :Z → Y induit par la pro-
jection. Alors[1Z] estS-intégrable si et seulement siL−α−1[1Y ] l’est et dans ce casf!([1Z]) = L−α−1[1Y ].

(A8) SoitY dansDefS et soitZ le sous-assignement deY [1,0,0] défini parz − c(y) = 0 avecz la coordonnée
sur le facteurA1

k((t)) et c un morphismeY → h[1,0,0]. On considèref :Z → Y induit par la projection.

Alors [1Z] estS-intégrable si et seulement siL(ord jacf )◦f −1
l’est et dans ce casf!([1Z]) = L(ord jacf )◦f −1

.

La preuve du théorème utilise de façon essentielle le théorème de décomposition en cellules de Denef e
On définit ISC(Y ) comme le sous-groupe deC(Y ) engendré par l’image de ISC+(Y ). On démontre que s

f :Y → Y ′ est un morphisme dans DefS , le morphismef! : ISC+(Y ) → ISC+(Y ′) admet une extension nature
enf! : ISC(Y ) → ISC(Y ′).

L’énoncé suivant est une version générale des théorèmes de changement de variable de [3] et [4].

Théorème 3.2. Soit f :X → Y un isomorphisme entre sous-assignements définissables de dimensiond . Pour
toute fonctionϕ dansC�d

+ (Y ) ayant une classe non nulle dansCd+(Y ), [f ∗(ϕ)] estY -intégrable etf![f ∗(ϕ)] =
L(ord jacf )◦f −1[ϕ].

QuandS est égal àh[0,0,0], i.e. à l’objet final de Defk, on écrit IC+(Z) pour ISC+(Z) et on dira intégrable pou
S-intégrable. On adopte des conventions similaires lorsqueC+ est remplacé parC. Notons que IC+(h[0,0,0]) =
C+(h[0,0,0]) = SK0(RDefk) ⊗N[L−1] A+ et que IC(h[0,0,0]) = K0(RDefk) ⊗Z[L] A. Pourφ dans IC+(Z), ou
dans IC(Z), on définit l’intégrale motiviqueµ(ϕ) par µ(ϕ) = f!(ϕ) avecf le morphismeZ → h[0,0,0]. Les
relations de cette nouvelle construction avec les constructions antérieures de l’intégration motivique, tant dan
version géométrique, introduite dans [6] et développée dans [3], que dans sa version arithmétique [4], ains
l’intégrationp-adique seront explicitées ultérieurement.

4. Intégrales dépendant d’un paramètre

On fixe Λ dans Defk qui joue le rôle d’un espace de paramètres. PourS dans DefΛ, on considère l’idéa
C�d

+ (S → Λ) deC+(S) engendré par les fonctions1Z avecZ sous-assignement définissable deS tel que toutes
les fibres deZ → Λ soient de dimension� d . On poseC+(S → Λ) = ⊕

d Cd+(S → Λ) avecCd+(S → Λ) :=
C�d

+ (S → Λ)/C�d−1
+ (S → Λ). C’est un semi-groupe abélien gradué (et aussi unC+(S)-semi-module). Siϕ ap-
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partient àC�d
+ (S → Λ), mais pas àC�d−1

+ (S → Λ), on note[ϕ] son image dansCd+(S → Λ). On a l’analogue
suivant du Théorème 3.1.

Théorème 4.1. Soitk un corps de caractéristique zéro, soitΛ dansDefk et soitS dansDefΛ. Il existe un unique
foncteurZ �→ ISC+(Z → Λ) de DefS dans la catégorie des semi-groupes abéliens, associant à tout morp
f :Z → Y dansDefS un morphismef!Λ : ISC+(Z → Λ) → ISC+(Y → Λ) vérifiant les analogues de(A0)–(A8)
obtenus en remplaçantC+(_) par C+(_→ Λ) et ord jacpar son analogue relatiford jacΛ.

Pour f :Z → Λ dans DefΛ, on dispose ainsi d’un morphismeµΛ := f!Λ : IΛC+(Z → Λ) → C+(Λ) =
IΛC+(Λ → Λ) qui correspond à l’intégration dans les fibres deΛ d’après l’énoncé suivant.

Proposition 4.2. Soitϕ une Fonction dansC+(Z → Λ). Elle appartient àIΛC+(Z → Λ) si et seulement si pou
tout pointλ deΛ, la restrictionϕλ deϕ à la fibre deZ enλ est intégrable. L’intégrale motivique deϕλ est alors
égale ài∗λ(µΛ(ϕ)), pour toutλ.

Bien entendu on peut également définir l’analogue relatifC(S → Λ) deC(S), et étendre la notion d’intégrabilit
et la construction def!Λ à ce cadre.

Les détails des constructions et des preuves seront donnés dans [2].
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