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II. DEFINITIONS ET RESULTATS 

SOIT k un corps localement compact pour la topologie dkfinie par une valuation disc&e u. 
On note A (resp. m) l’anneau (resp. l’idCa1 maximal) de cette valuation. Le corps rCsidue1 
kO = A/m est un corps f3ni; on note q le nombre de ses ClCments. Si a Ek*, on note Ial la 
valeur absolue normaWe de a, autrement dit le module de l’automorphisme du groupe 
additif de k dCfini par a (cf. BOURBAKI: ht., Chapitre VII, $1, $10); on sait que Ial = q-“““. 
Lorsque k = Qp, corps des nombres p-adiques, on a A = Z,, kO = Fp, q = p . 

Si U est un ouvert de k”, une application f : U + k est dite analytique si elle est dtvelop- 
pable en strie de Taylor au voisinage de tout point de U. Au moyen de ces fonctions, on 
d&nit (par “recollement”) la catkgorie des vari&% anal’tiques sur k (appelCes encore 
vari&t% analytiques p-adiques si k = Q,). Toutes les notions usuelles de gkomttrie diffkren- 
tielle se laissent d&nir sans difficult& pour de telles variCtCs; on peut parler de leur dimen- 
sion (au voisinage d’un point), de leur fib& tangent, cotangent, etc. 

Soit n un entier 2 1, ti6 une fois pour toutes. Nous nous inttresserons dans ce qui 
suit aux variCtCs analytiques X sur k qui vtrifient les deux conditions s&antes: 

(i) X est un espace topologique compact non vide. 

(ii) La dimension de X en chacun de ses points est Cgale & n. 

Pour abrbger, un tel X sera appelC une n-varie’te’ compacte. La boule A” en est un ex- 
emple. Plus gCntralement, on peut faire la somme disjointe de r copies (r 2 1) de A”; la 
variCt6 ainsi obtenue sera notde r. A”. Ce pro&d6 fournit toufes les n-variCt& compactes. 
On a en effet: 

TI&ORJ&E (1). (a) Toute n-varie’te’ compacte X est isomorphe h r. A” pour un entier 

r 2 1 convenable. 

(b) Pour que r . A” et r’ . A” soient isomorphes, il faut et il suflt que r s r’ mod.(q - 1). 

11 s’ensuit que, si l’on attache & X la classe de r mod. (q - l), on obtient un tlement 
i(X) E Z/(q - 1) Z qui est un invariant de X, et il est clair que cet invariant caract&ise XB 

isomorphisme pr&. En particulier : 

COROLLAIRE. Toute n-oari&? compacte X est isomorphe h une vari&t! et une seule de 

laformer.A”,avecl~r~q-1. 
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(Noter le cas particulier q = 2, dans lequel toutes les n-varietes compactes sont iso- 
morphes.) 

On peut donner une definition analytique de l’invariant i(X): 

Soit dx la mesure de Haar sur k, normalisee de telle sorte que jA dx = 1. Sio est une 
forme differentielle de degre n sur la n-varitte X, on definit (cf. Weil 131, p. 14-15) la mesure 
positive 101 sur X; rappelons que, si w s’ecrit fdx, A . . . A dx, en termes de coordonnees 
locales, la mesure 101 est egale a ]f]dxi . . . dx,, la valeur absolue &ant la valeur absolue 
normaMe, introduite ci-dessus. 

THI?O&ME (2). Soit X une n-uarie’te’ compacte. 
(a) Ii existe une forme d$&+entielle analytique w de degre n qui ne s’annule en aucun 

point de X. 
(b) Si o est une telle forme diff&entielle, l’inthgrale jxlwl s’e’crit sous la forme a/q* 

(a, HEN), et l’on a: 

i(X) E a = 
s 

x 101 mod.(q - 1). 

(Noter que a/q” = a dans l’anneau Z/(q - 1) Z.) 

EXEMPLES. (i) Soit S un schema lisse sur A (au sens de Grothendieck [l], Chapitre IV), 
et soit X = S(A) l’ensemble des points de S a valeurs dans A. Supposons que X # 0, 
et que le schema rtduit 3 = S 0 k,, soit de dimension n en tout point. On definit alors 
sur X, de la facon habituelle, une structure de varitte analytique sur k, qui en fait une 
n-variete compacte. De plus, l’ensemble S(k,) est fini ; soit N le nombre de ses elements, 
et soit n : X + S(k,) l’application canonique Cvidente (“reduction modulo nt”). On montre 
facilement que rc est surjective, et que ses fibres sont des boules (comparer avec Weil [3] 
Theo&me (2.2.5), Chapitre I). I1 s’ensuit que I’invariant i(X) est congru ti N mod.(q - 1). 

(ii) Prenons k = QP, et soit G un groupe analytiquep-adique compact, de dimension n. 
C’est un groupe profini, et son ordre est defini (cf. par exemple [2], p. l-4); on voit facile- 
ment qu’il peut s’ecrire (G) = p* . N, avec (N, p) = 1. On definit au moyen de l’exponen- 
tielle (ou par tout autre procede) un sous-groupe ouvert U de G, qui est un pro-p-groupe 
et qui est isomorphe (comme variett) a une boule A”; l’indice (G : U) est Cgal a phN, avec 
h 2 0. En decomposant G en classes ri gauche mod. U, on voit que i(G) est congru a phN 
mod .(p - l), d’ou finalement i(G) = N mod.(p - 1). L’invariant de G est done d&ermine’ 
par son ordre. 

$2. DfiMONSTRATIONS 

LEMME (1) (Bourbaki). Toute n-varikte’ compacte X est somme disjointe de boules. 

Montrons-le tout d’abord lorsque X est un sous-ensemble ouvert et fermt de la boule 
A”. Soit Y = A” - X. Comme X et Y sont des ensembles compacts disjoints, leur distance 
est > 0. On en conclut qu’il existe un exposant h 2 0 tel que, si x = (xi), x’ = (xi) appar- 
tiennent a A” et si xi E xi mod. mh pour tout i, les relations x E X et x’ E X sont Cquivalentes. 
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En d’autres termes, X est Anion de classes modulo mh. Comme chacune de ces classes 

est visiblement isomorphe B une boule, le rtsultat cherchk s’ensuit dans le cas consid& 

Dans le cas gCntra1, on peut Ccrire X sous la forme: 

x=uxi (1 5 i 5 N), 

oti chaque Xi est une sous-variCtC ouverte compacte de X, isomorphe A la boule A”. 

Raisonnons par rkurrence sur N, le cas N = 1 &ant trivial. Soit X’ = U Xi (1 5 i 5 N - 1). 

L’hypothkse de rkurrence montre que X’ est somme disjointe de boules. D’autre part 

X” = X- X’ est isomorphe A un ouvert compact de A”; vu ce qui prtcbde, c’est done une 

somme disjointe (kentuellement vide) de boules. Comme X est somme disjointe de X’ 

et de X”, on voit que X est lui aussi somme disjointe de boules. 

LEMME (2). Soient r, r’ 2 1, avec r _= r’ mod. (q - 1). Les n-varie’tks r. A” et r’. A” sonf 

isomorphes. 

II suffit de voir que q. A” est isomorphe A A”; pour cela on dkcompose A” en q boules 

correspondant aux diffkrentes valeurs de la premi6re coordonnCe modulo m. 

LEMME (3). Soit o une forme diffkrentielle analytique de degre’ n sur X = r. A”. On 

supposeque w ne s’annule en aucunpoint de X. On a aZorsJxlwl = a/q’, aveca = r mod. (q - 1). 

Par additivitt, on est ramen au cas oti r = 1, i.e. X= A”; la forme diffkrentielle w 

s’krit alors fdx, A . . . A dx,,, oh f est une fonction analytique de (x1, . . . , x,) ne s’annulant 

en aucun point de A”. La mesure 1 01 correspondante est don&e par : 

Ioi = IfI dxl . . . dx,. 

Puisque 1 f I ne s’annule pas, elle prend des valeurs disc&es, et c’est une fonction iocalement 

constante. 11 existe done un h 2 0 tel que IfI soit constante sur les classes B, modulo mh 

(cf. dkmonstration du Lemme (1)); soit q”a la valeur de If ( sur B,; d’aprts la dkfinition de la 

valeur absolue normaliste, c, est un entier. Comme le volume de chaque B, est l/gh, on 

obtient : 

s 101 = c q==“h. 
X a 

Mais chaque qcamnh est congru A 1 modulo (q - 1) ; comme le nombre des B, est qnh, on 

obtient finalement : 

s 101 E q”h z 1 mod.(q - l), 
X 

ce qui dCmontre le lemme. 

Les ThCorbmes (1) et (2) sont maintenant Cvidents. En effet, l’assertion (a) du ThCo- 

r&me (I) a ttC dtmontrte (Lemme (1)); l’assertion (a) du ThCor&me (2) en rksulte (sur toute 

boule on peut Cvidemment construire une forme o qui ne s’annule en aucun point, par 

exemple dx, A . . . A dx,). Si une meme variCtt X est isomorphe A r. A” et r’. A”, et si o 

est une forme diffkrentielle analytique de degrC n partout non nulle sur X, le Lemme (3) 

montre que r = Jxlol G r’ mod.(q - 1); inversement, si cette congruence est satisfaite, 
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r. A” et r’ .A” sont isomorphes (Lemme (2)). Cela achbve de prouver le ThCortme (1); 
quant B la partie (b) du Theo&me (2), elle rksulte du Lemme (3). 
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